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Auszug aus dem Vorlesungsverzeichnis: Die Topologie beschéftigt sich mit den qua-
litativen Eigenschaften geometrischer Objekte. Thr Begriffsapparat ist so méchtig,
dass kaum eine mathematische Struktur nicht mit Gewinn topologisiert wurde. Die
Vorlesung hat das Ziel, einen Einblick in dieses Gebiet zu vermitteln. Zu Beginn
werden einige Grundbegriffe wiederholt, die schon in der Analysis eine wichtige Rolle
spielten, unter anderem Zusammenhang, Kompaktheit und die Hausdorff-Eigenschaft.
Damit geriistet kann die Heranfithrung an die Algebraische Topologie beginnen.
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1 Grundbegriffe der Topologie

1.1 Metrische Raume
Definition 1 Eine Metrik d auf einer Menge X ist eine Abbildung d : X x X — R mit
d(a,b) > 0 und d(a,b) < a =b (pos. Definitheit)
d(a,b) = d(b,a) (Symmetrie)
d(a,c) < d(a,b) +d(b,c) (Dreiecksungleichung)

FEine Menge X zusammen mit einer Metrik d heisst metrischer Raum.

Definition 2 Eine e-Umgebung von a € X ist U.(a) := {a € X | d(a,z) < €}.

Definition 3 FEine Umgebung von a € X ist eine Teilmenge U C X, die eine e-Umgebung von
a enthdlt.

Definition 4 (a,)nen — a :& fir jede Umgebung U von a gilt a,, € U, fir fast alle n € N.

Definition 5 Es seien X,Y metrische Raume und f : X — Y Abbildung. f heisst stetig in a € X,
falls fir jede Umgebung V von f(a) in Y gilt

fFWVi={ae X | fla) eV}
ist eine Umgebung von a in X. f heisst stetig, falls f in jedem a € X stetig ist.
Feststellung 1 Aquivalent sind
(i) fist stetig ina € X

(i) Ye > 0: 30 : f(Us(a)) CU(f(a))
(iii) an, — a = f(a,) — f(a)

Definition 6 X metrischer Raum. Fine Menge O C X heisst offen, falls O eine Umgebung
jedes threr Elemente ist.

1.2 Topologische Raume

Definition 7 Eine Topologie T ist eine Menge von Teilmeinen von X mit
(i) 0,X er
(ii) 01,00 ET=01Noy ET
(iii) o; €T, i€l =00 €T
Elemente aus T heissen offene Mengen. Das Paar (X,7) heisst topologischer Raum. U heisst

Umgebung von a € X, falls es ein o € T mit a € 0 C U gibt.
(an)neny — a & fir alle Umgebungen von a gilt, dass a, € U fir fast alle n € N.

Definition 8 Seien X,Y topologische Rdume. Fine Abbildung f : X — Y heisst stetig, falls
Urbilder offener Mengen stets offen sind. f heisst Homéomorphismus, falls f bijektiv und f, f~!
stetig sind.

Definition 9 Seien f: X — Y, g:Y — Z stetige Abbildungen zwischen topologischen Rdiumen,
dann ist go f stetig.



1.3 Abgeschlossene Teilmengen

Definition 10 A C X heisst abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

Definition 11 Fin Punkt b eines top. Raumes X heisst Berihrpunkt von A, A C X, falls jede

Umgebung von b die Menge A schneidet. Die Menge A := {x € X | x ist Beriihrpunkt von A }
heisst Abschluss von A.

Feststellung 2
(i) A ist abgeschlossen.
(ii) A abgeschlossen < A = A.
(iii) A ist die kleinste abgeschlossene Menge die A enthilt, d.h. A = ﬂiéb% B.

Definition 12 Das Innere von A, A C X ist definiert durch A := X — (X — A).

Feststellung 3

(i) A ist offen.

(i) A ist offen <& A= A.
(i@‘i) A == U%(gj‘zb B.

Definition 13 Der Rand von A ist 9A == A — A.

Definition 14 Fin Filter auf X ist eine Teilmenge F C PX mit
(i) FEF,FCF = F cF
(it) N, e F=F Nk eF

(iii) F #£ 0

(iv) 0 ¢ F

Definition 15 Fine Filterbasis auf X ist ein B C PX mit
(i) Bi,Boe B=3BC B NB;,BeB
(it) B#0
(iii) O ¢ B
Man schreibt (B) := {AC X | 3B € B: B C A} fir einen von B erzeugten Filter.

Definition 16 Man nennt F — z = F D U(z) die Konvergenz des Filters, wobei U(x) der
Umgebungsfilter von x ist.

Feststellung 4 Fine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen ist genau dann
stetig, falls fiir alle Filter F mit F — x gilt (f(F)) — f(z).

1.4 Die Kategoriensprache

Definition 17 Fine Kategorie C besteht aus
- einer Klasse von Objekten obje = |C|

- zu je zwei Objekten X, Y einer Menge von Morphismen (Schreibweise: f : X — Y )more(X,Y) =
C(X,Y)



- zu Objekten X,Y,Z einer Kompositionsabbildung

C(Y,Z) xC(X,Y) - C(X,Z),(g,f) — go f

- zu jedem Objekt X einer Identitit idx € C(X, X)
- die Verkniipfung habe die Figenschaften

(i) ho(go ) = (hog)of

(ii) foidy = f =idy o f

Definition 18 Fine Kategorie heisst klein, wenn die Objektklasse eine Menge ist. Fine kleine Ka-
tegorie dessen Morphismenmengen hochstens ein Element haben, heisst teilweise geordnete Menge.
Ist C eine Kategorie, so bezeichnet C°P die entgegengesetzte Kategorie, d.h. |CP| = |C| und
CP(X,Y)=CY,X).

Definition 19 Fin Morphismus f : X — Y heisst Isomorphismus, falls es ein g : Y — X mit
fog=idy,go f =idx gibt. g heisst dann Inverses von f. Selbstmorphismen f: X — X heissen
Endomorphismen und falls sie zusdtzlich Isomorphismen sind, nennt man sie Automorphismen.

Definition 20 Die Kategorie der topologischen Rdume Top ist definiert durch die Klasse der
topologischen Rdaume |Top| mit stetigen Abbildungen zwischen XY € |Top| als Morphismen in
Top(X,Y) und der Verkniipfung stetiger Abbildungen als Verknipfung von Morphismen.




2 Universelle Konstruktionen

2.1 Induzierte Topologien
Definition 21 Sei X ein topologischer Raum. Und sei f: M — X Abbildung. Dann heisst
T:={f'0|0CX offen}

von f induzierte Topologie auf M. Ist f die Inklusionsabbildung von M C X, dann heisst T
Teilraumtopologie und (M,T) heisst Teilraum von X.

Satz 1 (Universelle Eigenschaft der induzierten Topologie 1)

T ist die einzige Topolgoie auf M C X mit folgenden Eigenschaften.
(i) fist stetig, M N X,z x.
(ii) Fir jede Abbildung g : T — M gilt: g stetig < f o g stetig.

Definition 22 Fine stetige Abbildung f : X — Y heisst Einbettung, falls f injektiv ist und X
die von f induzierte Topologie tragt.

Definition 23 Es seien (X;);er topologische Riume, M Menge und f; : M — X; Abbildungen.
Die von
s=Jif'ol0cx)
iel

erzeugte Topologie heisst die von (f;)ier induzierte Topologie auf M.

Satz 2 (Universelle Eigenschaft der induzierten Topologie 2)
Die von S induzierte Topologie ist die einzige Topologie auf M mit den folgenden Figenschaften.

(i) Alle f; sind stetig.
(it) Fir jede Abbildung g : T — M gilt: g stetig < f; o g stetig.

Definition 24 [[,.; X; zusammen mit der von den Projektionen erzeugten Topologie heisst
Produkt der Riume X;.

Definition 25 Es seien (X;);er topologische Rdume, M sei eine Menge und f; : X; — M
Abbildungen. Dann heisst

7% := {0 C M | f;1(O) C X; offen fiir alle i € I}

coinduzierte Topologie auf M. Ist |I| = 1 und f : X; — M surjektiv, so heisst Z Identifizierungstopologie.

Im Falle der Projektion auf Aquivalenzklassen unter einer Aquivalenzrelation auf X, heisst Z°P
Quotiententopologie und (M, Z°P) Quotientenraum.

Satz 3 (Universelle Eigenschaft der coinduzierten Topologie)
Z°P st die einzige Topologie auf M mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Alle f; sind stetig.
(ii) Fir jede Abbildung g : M — T gilt: g stetig < alle g o f; stetig.
Die erste Bedingung wdre nicht zwingend notig (g := idpy; T := M).

Definition 26 (X;);c; topologische Riume. Dann heisst

HXZ» = U{i} x X; C I x UXi

i€l iel icl



zusammen mit der von den Injektionen

in : X; — [[ X,z = (i, 2)
i€l

coinduzierten Topologie, Summe, disjunkte Vereinigung oder Coprodukt.

Definition 27 Seien f: A — X,g: A — Y stetige Abbildungen. Dann

XUaY = XUY [ota)  f(a).



3 Einfache Eigenschaften topologischer Raume

3.1 Zusammenhang

Definition 28 Fin topologischer Raum X heisst zusammenhdngend, falls

XX, UXs = Xy oder Xy = 0.

Satz 4 Aquivalent sind
(Z) X ist zusammenhdngend.

(AO) Jede abgeschlossene/offene Teilmenge von X hat die Form () oder X.
(S) Jede stetige Abbildung f : X — S° = {—1,1} ist konstant.

Folgerung 1 Ist f: X — Y stetig und surjektiv, so gilt

X zusammenhdngend =Y zusammenhdngend.

Folgerung 2 FEs sei X topologischer Raum und U; C X,i1 € I zusammenhdngender Teilrdume
mit Uy NU; # 0, fir alle i,j € 1. Dann ist \J,c; Ui zusammenhdngend.

Folgerung 3 Unter den zusammenhdngenden Teilrdumen von X, die a enthalten, gibt es einen
grossten Z(a). Dieser ist abgeschlossen und nennt sich Zusammenhangskomponente von a.

Definition 29 Fin topologischer Raum heisst wegzusammenhdngend, falls es zu je zwei Punkten
a,b € X einen Weg gibt, der a mit b verbindet. Das heisst, es gibt stetige Abbildung w : [0,1] — X
mit w(0) = a,w(1) = b.

Feststellung 5 Jeder wegzusammenhdngende Raum ist zusammenhdngend.

Definition 30 X heisst lokal wegzusammenhdngend, falls fir alle a € X gilt: Jede Umgebung
von a umfasst eine wegzusammenhdngende Umgebung von a.

Satz 5 X lokal wegzusammenhdngend und zusammenhdngend = X wegzusammenhdngend.

3.2 Trennung

Definition 31 FEinen topologischen Raum heisst

(T1): zu je zwei Punkten a,b € X gibt es Umgebungen, die jeweils den anderen nicht enthalten.
(T2): zu a,b € X gibt es disjunkte Umgebungen.

(T3): zua € X und A C X abgeschlossen gibt es disjunkte Umgebungen.

(T4): zu A,V abgeschlossen in X gibt es disjunkte Umgebungen.

Definition 32 Seien A,B disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X. Eine Urysohn-Funktion
zu A,B ist eine stetige Funktion f: X — [0,1] mit fja =0 und fjp = 1.

Satz 6 (Tietze-Urysohn)
Aquivalent sind

- (T4)
- (Urysohn-FEigenschaft) zu disjunkten, abgeschlossenen Teilmengen g¢ibt es eine Urysohn-
Funktion.

- (Tietze-Figenschaft) zu A C X abgeschlossen und f : A — R stetig gibt es eine stetige
Funktion F : X — R mit Fj, = f.



3.3 Kompaktheit

Definition 33 Sei X topologischer Raum. Eine Familie U := (U;)ier offener Teilmengen heisst
offene Uberdeckung, falls \J;c; U; = X. U heisst abzihlbar/endlich, falls I abzihlbar/endlich ist.

X heisst kompakt, falls jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung hat.

Feststellung 6 Jeder abgeschlossene Teilraum eines kompakten topologischen Raumes ist kom-
pakt.

Proposition 1 Jeder kompakte Teilraum K eines Hausdorffraumes X ist abgeschlossen in die-
sem.

Satz 7 Ist f: X — Y surjektiv und stetig, X kompakt. So ist auch Y kompakt.

Folgerung 4 Ist f : X — Y stetig und bijektiv, X kompakt und Y hausdorff. Dann ist f ein
Homédomorphismus.

Definition 34 Sei X metrischer Raum. Dann heisst X totalbeschrankt, falls es fiir alle € > 0
eine endliche Menge E und (x;)icg,x; € X gibt mit Uicp Ue(z:) = X.

Ein § > 0 heisst Lebesque-Zahl zu einer offenen Uberdeckung U von X, falls es zu jedem xz € X
ein i € I gibt mit Us(z) C U;.

Satz 8 Fiir metrische Riume sind folgende Aussagen dquivalent.
(K) Der Raum X ist kompakt.
(PK) Jede reelle stetige Funktion auf X ist beschrinkt.
(TL) Der Raum X ist total beschrinkt, und zu jeder offenen Uberdeckung U von X gibt es eine

Lebesgue-Zahl.
3.4 Kompaktheit und Konvergenz
Definition 35 F heisst Ultrafilter, falls F Filter ist und F' C F = F'.
Satz 9 Jeder Filter liegt in einem Ultrafilter.

Satz 10 Seien F ein Ultrafilter auf X und A eine Teilmenge von X. Dann enthdlt F immer A
selbst oder das Komplement von A.

Satz 11 X ist genau dann kompakt, falls jeder Ultrafilter konvergiert.

Folgerung 5 (Tychonoff)
Das Produkt kompakter Riume ist kompakt.

Folgerung 6 (Heine-Borel)
K CR" kompakt < K beschrankt und abgeschlossen.

3.5 Abbildungsraume

Definition 36 Es sei YX := {f : X — Y | f stetig}. Die kompakt-offen Topologie auf Y~ wird
erzeugt von

M(K,V):={feYX | f(K) CV}, K kompakt, V offen.
D.h. U ist eine Umgebung von f € YX falls es (M(K;,V;))i=1,..n gibt, sodass

fe ﬁM(KhVi) cvu.

i=1



Definition 37 X heisst lokal kompakt, falls jede Umgebung eines Punktes eine kompakte Umge-
bung enthdlt.

Feststellung 7 Sei X kompakt und hausdorff, dann ist X auch lokal kompakt.

Satz 12 Sei X kompakt, hausdorff und Y metrischer Raum. Dann wird die KO-Topologie auf
Y X won der Supremumsmetrik

doo(f,9) = Sup d(f(x),g(z))

erzeugt.
Feststellung 8

(i) Ist f: Y — Y/ stetig, so auch f. : YX — (Y)X g (fog).
(i) Ist f : X — X' stetig, so auch f*:YX =YX g (go f)

Definition 38 Die Abbildung R
f:X—=2ZY,
= (y = fla,y)
nennt sich Adjungierte von f: X XY — Z.

Satz 13 (Ezponentialgesetz)
Sei Y lokal kompakt. Dann ist

ZX><Y — (ZY)X

f:xX—2zY
(f: X %Y = 2)— (L0570

wohldefiniert und bijektiv.

Folgerung 7 Ist X lokal kompakt, so ist die Auswertung

ev:YXx X 57,
(f,2) = f(x)

stetig.

Folgerung 8 XY lokal kompakt. Dann ist die Verkniipfungsabbildung
ZY XYX HZX,(g,f)l—>(gof)
stetig.

Folgerung 9 Sei Y lokal kompakt. p : X — X' Identifizierung. Dann ist
pxidy : X xY — X' xY

eine Identifizierung.
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4 Homotopietheorie

4.1 Wege und Homotopien

Definition 39 Ein Weg ist eine stetige Abbildung v : I :=[0,1] — X.

Der Wegeraum, ist PX := X!.

Der Unterraum der Wege von a nach b ist PX(a,b) := {y € PX | v(0) = a und v(1) = b}. Der
Schleifenraum ist definiert als Q(X,a) :== PX(a,a).

Die Menge der Wegekomponenten von X ist moX 1= X /o, mit a ~ b :& es gibt v € PX(a,b).

Definition 40 Seien F : X — Y, G : X — Y stetig. Eine Homotopie von f nach g ist eine
stetige Abbildung
h:IxX —Y,

(t,z) — h(t,z) =: he(x)
mit ho = f, h1 =4d.
f heisst nullhomotop, falls f homotop zu einer konstanten Abbildung ist.
f heisst Homotopiedquivalenz zwischen XY, falls es g : Y — X gibt und Homotopien g o f ~
idx,f o0g ™~ idy.
Die Menge der Homotopieklassen stetiger Abbildungen X — 'Y, wird mit [X,Y] bezeichnet.

Definition 41 X heisst zusammenziehbar, falls X homotopiedquivalent zum Punktraum ist.
X CR™ heisst sternformig, falls es ein a € X gibt mit: Vo € X : ta+ (1 —t)b € X fir allet € I.

Satz 14 Sind f, f' : X =Y homotop und g,¢9' : Y — Z homotop, so sind auch deren Komposi-
tionen gf,g' f' : X — Z homotop.

Definition 42 Die Homotopiekategorie HoTop ist definiert durch |HoTop| := |Top|, also der
Klasse der Topologischen Rdume. Die Menge der Morphismen von X nach'Y ist definiert als die
Menge der Homotopieklassen [X,Y]. Die Komposition ist durch [g] o [f] := [9f] gegeben.

4.2 Das Fundamentalgruppoid

Definition 43 FEin Funktor F' : C — D, wobei C,D Kategorien sind, ist eine Zuordnung, die
jedem X € |C| ein FX € |D| und jedem Morphismus f € C(X,Y) einen Morphismus F'f €
D(FX,FY) zuordnet, mit

(F1) F(idx) = idpx
(F2) F(go f)=F(g)o F(f).

Definition 44 Fin Gruppoid ist eine Kategorie in der jeder Morphismus ein Isomorphismus ist.
Die Kategorie der kleinen Gruppoide und Funktoren zwischen ihnen wird mit Grpd bezeichnet.

Definition 45 Sei G ein kleines Gruppoid, dann definiert Gy mit |Gyl C |G|, Gu(a,b) =
G(a,b),a,b € |Gy| und er Einschrinkung der Verknipfung das Untergruppoid.

Feststellung 9 Angenommen G ist ein Gruppoid, a,b € |G| und G(a,b) # 0. Dann sind die
Gruppen G(a,a) und G(b,b) isomorph.

Definition 46 Ist x ein Punkt aus X, so ist die Fundamentalgruppe von X bei x definiert durch
m (X, z) == mQUX, z).

Folgerung 10 Die Fundamentalgruppe 71 (X, x) hdngt bis auf Isomorphie nur von der Wege-
komponente von x ab.

11



Definition 47 Das Fundamentalgruppoid wX st eine Kategorie mit |7 X| = X, nX(a,b) =
moPX (a,b) und einer Komposition [v] o [u] := [u * v], also der Klasse der hintereinanderausge-
fihrten Wegen.

Feststellung 10 Sei f : X — Y stetig, dann ist

nf 71X — 7Y,
z— f(x)

([u} Ta— b) — ([fou] : fla) — f(b))

etn Funktor.

Feststellung 11 Ein Funktor von der Kategorie der topologischen Rdume in die Kategorie der
Gruppoide mit Funktoren als Morphismen ist gegeben durch

7 : Top — Grpd,
X+—aX
fr—f.

Definition 48 Seien F,G : C — D Funktoren. Eine natirliche Transformation ¢ : F — G
ist eine Zuordnung, die jedem Objekt X € |C| einen Morphismus v, € D(FX,GX), mit der
Figenschaft, dass fir alle f € C(X,Y) das Diagramm

FX —2X . GX

Ff Gf
FY ——— GY
Yy

kommutiert. Das heisst Gfopx = @yoF f. Sind alle px Isomorphismen, so heisst ¢ natiirliche Aquivalenz.

Feststellung 12 Homotopien von f nach g induzieren natiirliche Aquivalenzen mf — wg.

Definition 49 FEin Funktor F : C — D heisst Aquivalenz von Kategorien, falls es ein G : D — C
gibt mit natiirlichen Aquivalenzen

p:GoF ide
: FoG —idp.

Folgerung 11 Ist f : X — Y eine Homotopiedquivalenz, so ist 1f : 71X — 7Y eine Aquivalenz
von Kategorien.

Definition 50 Ein Funktor F' : C — D ist volltreu, falls fir alle X,Y € |C|

R =

C(X,Y) = D(FX,FY)
f — Ff

eine Bijektion ist.
F heisst wesentlich surjektiv, falls es zu allen Y € |D| ein Objekt X € |C| und einen Isomorphis-
mus

FX —Y
gibt.

12



Satz 15 F :C — D ist genau dann eine Aquivalenz von Kategorien, falls F volltreu und wesent-
lich surjektiv ist.

Folgerung 12 Sei X wegzusammenhdngend, a € X. Dann ist der Inklusionsfunktor

m (X, a) — 71X,
a—a
([u] : a—)a) — [u]

eine Aquivalenz von Kategorien.

Folgerung 13 Ist f: X — Y eine Homotopiedquivalenz, so ist
fo=nfim(X a) = m(Y, f(a))

ein Isomorphismus von Gruppen.

4.3 Seifert-van Kampen Theorem

Definition 51 C Kategorie. Fin kommutatives Diagramm in C

X()#)Xl

fa

heisst Pushout oder cokartesische Erginzung, falls fir alle T € |C| und f; € C(X;,T),i = 1,2 mit

fioji=faoj

genau ein f € C(X,T) mit

gibt.

Satz 16 (Seifert-van Kampen fiir anda@entalgruppoide)
Sei X topologischer Raum mit X = X1 U X5. Definiere Xo := X1 N Xs. Dann ist

Xy —— X,

Xy — 71X

ein Pushout von Gruppoiden.

Folgerung 14 Sei X topologischer Raum mit X = )0(1 U)O(g und Xo:= X1NXs. ZuACX, sei
ma(X) das Untergruppoid von wX. Falls A jede Wegekomponente von Xo, X1, Xo trifft, so ist

13



TaXg — a4 Xy

TaXe ———— maX
ein Pushout in Grpds.
Folgerung 15 (Seifert-van Kampen fiir Fundamentalgruppen)
Sei X topologischer Raum mit X = X1 U X5. Definiere Xg := X1 N Xo. Ist Xy wegzusammen-

hdngend, so ist fiir jedes a € Xg das Diagramm

7T1(X0,CL) _— 7r1(X1,a)

7r1(X2,a) _— ’/Tl(X,(L)

ein Pushout von Gruppen, d.h.

m(%,0) = (MO0 11 (20)) [y (3,0

Definition 52 FEin punktierter Raum ist ein paar (X,a) mita € X.
Die Einpunktvereinigung von X mit Y ist definiert durch

XVY = (XUY)/, .
(X,a) heisst wohlpunktiert, falls es eine Umgebung U von a in X gibt, die sich relaitv auf a
zusammenziehen ldsst. Das heisst es gibt
h:IxU—X,
mit h(0,z) =z, h(1,2) = a, h(t,a) =a,Vt € I,z € U.
Folgerung 16 Sind (X,a), (Y,b) wohlpunktiert, so gilt

(X VY, [a]) = mi (X, a)* T (Y,0).

Definition 53 Fine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum,
der sich iiberdecken lisst durch offene Mengen (U;)ier mit U; =2 R™ homdomorph.

Sind My, My zusammenhdngende topologische Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension und
seten

Dr
is Einbettungen.
D™ —— M,

Definiere die zusammenhdngende Summe

M#N := (M —iy(D™)UN —iy(D™)) /o,

mit i1(x) ~ ig(z) fir x € 0D".

14



5 Uberlagerungen

5.1 Die Kategorie der Uberlagerungen

Definition 54 FEine Uberlagerung eines topologischen Raumes B ist eine stetige Abbildung p :
X — B mit

(i) Die Fasern p~1({b}) =: F} sind diskrete Teilrdume von X fiir alle b € B.
(it) Fir jedes b € B gibt es Umgebung U und einen Homdomorphismus ®, der das Diagramm

p- — = S UXEF
kommutativ macht.

Definition 55 Ein Morphismus von Uberlagerungen, p : X — B,p' : X' — B ist eine stetige
Abbildung f : X — X' mit

x—7t L x

N

kommutieren. Die Kategorie der Uberlagerungen iiber B wird mit Cov(B) bezeichnet.

Ist p: X — B eine Uberlagerung, so ist die Menge der zugehorigen Morphismen f : p — p' mit
Homdomorphismen f : X — X versehen mit der diskreten Topologie nennt man diese
Decktransformationsgruppe.

Feststellung 13 Seip: X — B ein Uberlagerung und Z ein zusammenhdingender Raum. Dann
stimmt je zwei ,Hochhebung® (< pf = f,pf' = f) f, ' von f in dem Diagramm in Top

U:J<T><

i
z— 1

iberein, falls sie in einem Punkt zg € Z tibereinstimmen, d.h.

f(z0) = f'(20) = f(2) = f'(2), Yz € Z.

5.2 Der Hochhebungssatz

Satz 17 (Hochhebungssatz)
Seip: X — B eine Uberlagerung. Sei Z zusammenhingend und sei

f
Z4/7>X

(0 ld)J/ H|F - J{P

IXZ4>B

ein kommutatives Diagramm in Top. Dann gibt es genau ein F', sodass das Diagramm kommu-
tiert.



Folgerung 17 Sei p : X — B Uberlagerung. Dann ist mp : mX — 7B Injektion auf Morphis-
menmengen

©X (a,b) = 7B(p(a), p(b)).

Folgerung 18 Sei Z wegzusammenhdngend und lokal wegzusammenhdangend. Dann ist das Hoch-
hebungsproblem

X
L
7z £ B

genau dann mit f(zo) = xg losbar, wenn das algebraische Problem losbar ist,

7-‘-1()(7 xo)
T I
7'('1(Z7 Zo) # 7T1<B,b0>
d.h. f. (7r1(Z7 zo)) C ps (771(X, xo)).
5.3 Fasertransport
Definition 56 Man nennt
M, : 7B — Sets
a —  F,=p Ya}

Mp['y]:Fa—>Fb)

(h:a—=b) — ( a3(1)

den Fasertransportfunktor oder Monodroniefunktor von p .

Definition 57 FEine Gruppe G operiert auf Menge M von links, wenn

GxM-— M,
(gym)—g-m

mit (g-g')-m=g(g -m)und1l-m=m.

Feststellung 14 m1(B,b) operiert auf der Faser Fy, durch
m1(B,b) X Fy — Fy,
(W], 2) = My[](z) = 3 (1)

Feststellung 15 Es sei p: X — B Uberlagerung. Fiir jeden Punkt x € X ist
(i) der induzierte Gruppenhomomorphismus
Dx - WI(X7 QL‘) — Wl(va(x))

injektiv.
(i) pu(m (X, 2)) = m(B,b)y, d.-h. das Bild ist der Stabilisator von x bei der Operation von
m1(B,p(x)) auf der Faser durch x.

(iii) M[ylx = 2" < x und &’ sind verbindbar durch einen Weg in X.
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Definition 58 SetP':= Kategorie der punktierten Mengen.

Dabei sind Objekte Paare (X,a),a € X. Morphismen f : (X,a) — (Y,b) sind Abbildungen
f: X =Y mit f(a) =b.

FEine exakte Sequenz von punktierten Menge ist

(X,a) L5 (V,b) % (2, ¢)
mit g~ {c} = f(X).

Folgerung 19 (Ezakte Sequenz einer Uberlagerung)
Sei p: X — B Uberlagerung mit F = p~1{b},x € F. Dann ist die folgende Sequenz an jeder
Stelle exakt
m(X,2) 25 m(Bb) L (Fa)
b — MQ().

Falls X wegzusammenhdngend ist, so ist ausserdem
m1(B,b) — (F,2) — 1

exakt.

Definition 59 Fin Funktor von wB in die Kategorie der Mengen wird auch eine wB-Menge
genannt. Die mB-Mengen bilden eine Kategorie. Morphismen zwischen zwei wB-Mengen M und
N sind die natirlichen Transformationen. Ein Morphismus wird auch einfach wB-Abbildung
gennant.

Feststellung 16 Die Zuordnung, die jeder Uberlagerung von B ihren Fasertransportfunktor
zordnet, ist selbst ein Funktor

M : Cov(B) — wB-Sets
P — M,,.

Definition 60 Ein topologischer Raum B heisst semi-lokal einfach-zusammenhdngend (slez),
falls er sich durch offene Teilemengen U diberdecken lisst, so dass der von der Inklusion in-
duzierte Homomorphismus

w1 (U,u) — m (B, u)

fir alle w € U konstant ist, d.h. Schleifen in U sind in B gebunden nullhomotop.

Satz 18 (Hauptsatz der Uberlagerungstheorie)
Sei B ein lokal wegzusammenhdngender und semi-lokal einfach-zusammenhdngender topologi-
scher Raum. Dann ist der Funktor

M : Cov(B) — wB-Sets,

welcher jeder Uberlagerung ihren Fasertransportfunktor zuordnet, eine Aquivalenz von Kategori-
en.

Definition 61 Fine Gruppe G operiert transitiv auf S, falls die Bahnenmenge

S/G:S/Mxmgx

nur aus einem Objekt besteht, d.h. zu x,2’ € S gibt es ein g € G mit gr = 2.
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Definition 62 Die Orbitkategorie Orb(G) C G-Sets einer Gruppe G hat als Objekte
|Orh(G)| :={G /g | H C G Untergruppe}

und Morphismen
Orb(G)(X,Y) := {G-Abbildungen von X nach Y }.

Folgerung 20 Sei Covo(B) die Kategorie der wegzusammenhingenden Uberlagerungen (moX =

x). Dann ist
M : Covo(B) — Orb(m1(B, b))

p — <7r1(B,b) /pml(X,a:)>

eine Aquivalenz.

Folgerung 21 Zu jedem B hinreichend zusammenhdngend gibt es eine einfach zusammenhdn-
gende Uberlagerung p: X — B.

Definition 63 Eine einfach-zusammenhingende Uberlagerung von B wird auch universelle Uberlagerung
genannt.

18



	Grundbegriffe der Topologie
	Metrische Räume
	Topologische Räume
	Abgeschlossene Teilmengen
	Die Kategoriensprache

	Universelle Konstruktionen
	Induzierte Topologien

	Einfache Eigenschaften topologischer Räume
	Zusammenhang
	Trennung
	Kompaktheit
	Kompaktheit und Konvergenz
	Abbildungsräume

	Homotopietheorie
	Wege und Homotopien
	Das Fundamentalgruppoid
	Seifert-van Kampen Theorem

	Überlagerungen
	Die Kategorie der Überlagerungen
	Der Hochhebungssatz
	Fasertransport


